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An interacting electron-ion system is considered in the general non-adiabatic case. For the ions
a set of exact coupled Schrodinger equations with an effective potential is obtained. The potential
is expressed through the non-adiabatic terms of the traditional theory of adiabatic approximation.

Die Theorie der adiabatischen Naherung ergibt in
vielen Féllen eine unbefriedigende Ubereinstimmung
mit dem Experiment. So ergibt z. B. die Berechnung
des Gleichgewichtsabstandes zwischen den Wasser-
stoffkernen im Wasserstoffmolekiil einen Fehler von
~ 89%,; fir manche Aufgaben der Supraleitungs-
theorie ist die Theorie der adiabatischen Naherung
itberhaupt nicht anwendbar, da der Ordnungspara-
meter von dem Wechselwirkungspotential zwischen
Elektronen nicht analytisch abhéngig ist. Bei der
Beschreibung der Dynamik des Elektronensextetts
in aromatischen Kohlenwasserstoffen ist die Theorie
der adiabatischen Néherung auch wenig niitzlich,
weil der ,,kleine’* Parameter k= (1/6)1/4 ~ 0.64 ist.
Die Unzulénglichkeiten zeigen sich auch, wenn man
die hochangeregten Ionenzustéinde berechnen will.

Da wir gerade auf die Untersuchung der Méglich-
keit einer Elektronenpaarkorrelation der supra-
leitenden Art bei den aromatischen Kohlenwasser-
stoffen zielen, bendtigen wir eine Art der adiabati-
schen Theorie, die nicht als Stérungstheorie auf-
gebaut ist. Im folgenden bringen wir den Abrif3 einer
solchen Theorie, wobei fiir die Ionen ein System der
gekoppelten exakten Schrodinger-Gleichungen ab-
geleitet wird, mit einem effektiven Potential, das
durch nichtadiabatische Glieder der alten Theorie
ausgedriickt wird (siehe (16)). Wir beschreiben das
System von Elektronen und Ionen wie in der Theo-
rie der adiabatischen Néherung [1, 2] iiblich.

Sei r = (ry1,...,ry) die Gesamtheit der Elek-
tronenkoordinaten im Schwerpunkt-Bezugssystem,
N die Zahl der Elektronen; R = (R, ..., Ry) die
Gesamtheit der Ionenkoordinaten, M die Zahl der
Tonen.
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Der Hamilton-Operator des vollen Systems ist
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wo My, und pj die Massen der Ionen bzw. der Elek-
tronen, G und U die potentiellen Energien der direk-
ten Wechselwirkung von Ionen und Elektronen und
V die Elektronionenwechselwirkung bedeuten. Die
Schrodinger-Gleichung des gesamten Vielteilchen-
problems ist

(A — E;)P:(R,r)=0. (4)

Vit 3Ulre—r), ()

Die Schrodinger-Gleichung des Elektronenunter-
systems bei fixierten, aber beliebigen Ionenkoordi-
naten R lautet:

[HAe + V(R 7) — en(R)yn(R,r)=0. (5)

Es wird zunidchst angenommen, dafl wir das voll-
stindige und orthonormierte Funktionssystem
{ym(R, r)} als Losung der Gleichung (5) bei be-
liebigen fixierten R finden kénnen,

z ym(R, Py (R, r)=d(r—r');

m

[ v} (R, r)ym (R, r)dr = dpa - (6)

Da die Eigenfunktionen ¥;(R, r) des Gesamtpro-
blems (4) denselben Definitionsbereich wie die
Eigenfunktionen vy (R, r) des Elektronenproblems
(5) haben, entwickeln wir ¥; nach ypm,

Vi(R, 1) =2 Pim(R)ym (R, T). (7
Die Summe wird hier als Summe nach diskreten
und als Integral nach kontinuierlichen Teilen des
Spektrums ¢, verstanden.

0340-4811 / 81 / 0500-0516 $ 01.00/0. — Please order a reprint rather than making your own copy.

©Nole)

BY ND

Lizenz.

Zum 01.01.2015 ist eine Anpassung der Lizenzbedingungen (Entfall der
Creative Commons Lizenzbedingung ,Keine Bearbeitung*) beabsichtigt,
um eine Nachnutzung auch im Rahmen zukiinftiger wissenschaftlicher

Nutzungsformen zu erméglichen.

Dieses Werk wurde im Jahr 2013 vom Verlag Zeitschrift fiir Naturforschung
in Zusammenarbeit mit der Max-Planck-Gesellschaft zur Férderung der
Wissenschaften e.V. digitalisiert und unter folgender Lizenz veréffentlicht:
Creative Commons Namensnennung-Keine Bearbeitung 3.0 Deutschland

This work has been digitalized and published in 2013 by Verlag Zeitschrift
flir Naturforschung in cooperation with the Max Planck Society for the
Advancement of Science under a Creative Commons Attribution-NoDerivs
3.0 Germany License.

On 01.01.2015 it is planned to change the License Conditions (the removal
of the Creative Commons License condition “no derivative works”). This is
to allow reuse in the area of future scientific usage.



B. Schapiro - Uber eine adiabatische Theorie

Wenn man (7) in (4) einsetzt und (5) beriick-
sichtigt, hat man wie iiblich:

S ym(R, r)[A1 -+ em(R) — Ei] Dim (R)
%2

72
-+ g Uy [Vr.ym(R, T)]VRk(pinz(R)} =0

Mit gleichem Recht wie in (7) kénnen wir ent-
wickeln:

Vi ym(R, 1) —Zai,’f).(R )ya(R,T); 9)
Ve.ym(R, 1) = Z b (R

(k) R)—f% R r)V kwm(R’r)dr;

Jyn (R, T); (10)

(11)
bX(R) = [y} (R, r) Vg, yn(R,r)dr;
(12)
ai (R) = ) (R) — 2V, b3 (R);
(13)
b} (R) = — b)Y (R). (14)

Setzen wir (9) und (10) in (8) ein und tauschen die
stummen Indizes m < » in den zwei letzten Sum-
men von (8), so haben wir

Z Ym(R, 1) {[HI + em(R) — Ei]Dim(R)
—2 A [a"" (R)Pin(R) (15)

260, (R) Vg, Din (R)]}

Im linken Teil von (15) steht eine lineare Kombina-
tion des vollstandigen Satzes von Vektoren yn, (R, r),
die linear unabhéngig sind. Deswegen sind alle Koef-
fizienten { } gleich Null.

(A1 + Sm(R) — E;]Din (R)
Z [a) (R) Din (R)
+2 b8, (R) Vg, 1 (R)] =0

Da wir noch keine Naherungen eingefiihrt haben,
ist das Gleichungssystem (16) exakt. Um den Sinn
der Funktionen @;,(R) zu deuten, fithren wir die
Matrixelemente gy des Gesamtsystems ein

04 = J.Tj*(R: r) ¥, (R, 1) dRdr = 6;7 .

(16)

(17)
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Setzen wir (7) unter Beriicksichtigung von (6) in
(17) ein, so ergibt sich

01j _zo(n)

(18)
mit
o = [ ®;u(R) Pin(R) AR,

<)

(19)

wo g,-,- die Matrixelemente des Untersystems sind,
die zu einem Elektronenterm » gehéren. Die Norm
der Funktionen @;;, (R) soll aus der Bedingung

Z o = 0y (20)

bestimmt werden. Die Funktionen @;,, (R), die von
allen Ionenkoordinaten abhangig sind, beschreiben
stationire gemischte Ionenzustiande des Elektronen-
terms m.

Ublicherweise setzt man in der Theorie der adia-
batischen Naherung a®)(R) und b%)(R) aus (11)
und (12) zuerst gleich Null und untersucht den
Rest der GI. (8)

[A1 + em(R) — EJ] D), (R) = 0. (21)

Hier bedeutet die Elektronenenergie &, eine poten-
tielle Energie fiir die nullte Naherung der Ionen-
zustinde. Nach Multiplikation mit 4} (R, r) und
Herausintegration von r beriicksichtigt man die
iibrigen Glieder von (8) mit Hilfe der Stoérungs-
theorie. Dieses Vorgehen ist aber nicht immer maog-
lich, aber auch nicht nétig.

Wenn sich z.B. aus der Losung der Gl. (5) er-
gibt, dafl

em(R) = &(R) + £(m),

dann verlieren die Funktionen @;,, (R) aus (16) ihre
Abhéngigkeit vom Index des Elektronenterms m:

(22)

Dim(R) = Di(R). (23)
hz
{HI+ ¢(R) —g A aip), (R)
— [E; — s(m)]}di,(R)
- Z —— b"" D(R) Vg, Di(R)=0. (24)

Um das letzte Glied der Gl. (24) wegzutransformie-
ren, suchen wir eine Losung @;(R) in der Form

?i(R) = [(R) ¢i(R), (25)

mit @;(R) als einer neuen unbekannten Funktion
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und setzen (25) in (24) ein mit der Forderung, dafl
die Summe der Koeffizienten bei Vg, ¢; gleich Null
sein soll. Das ergibt die folgende Gleichung fiir f(R):

V. f(R) + [(R) > b0, (R) = 0 (26)
und eine Schrodinger-Gleichung fiir ¢;(R):
h? 1
{f s e+ 55 S (Vb
Ve yn(R, r)dr

g S r BRRBE®
n,p
— [ e(m)]} P1(R)=0. (27)
Eine Losung der Gl (26) ist
f(R) = I:[exp{ - ;w‘f; O, Rer,
€, Rei1,...,) dg} (28)
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Wenn die Koordinaten der Gleichgewichtspositionen

der Tonen RO als Konstante in (28) gewéahlt werden,

dann ist der Exponent proportional der Veridnde-

rung der adiabatischen Invariante der Ionen bei der

Abweichung von ihren Gleichgewichtspositionen
R;

[ T

R;°

) dg

2mi
= — = (ym(R )| AF | pu(R, r)r. (29)

Wenn die Entkopplung (22) mdglich ist, ist die
Gl (27) exakt. Man kann sie auch fiir hochange-
regte Ionenzustinde des Elektron-Ionensystems
I6sen.

Eine Berechnung des Wasserstoffmolekiils auf der
Basis der vorgeschlagenen Theorie wird in einer
spéateren Arbeit durchgefiihrt.
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F. Wahl fiir interessante Diskussionen. Mein beson-
derer Dank gilt Herrn Prof. L. Levitin.

[2] J. M. Ziman, Electrons and Phonons, Oxford, Claren-
don Press, London 1960.



